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1 Universidad de Lleida
{ gadj , miret , jpujolas , jvalera }@matematica.udl.cat

2 Universidad de Valladolid
tena@agt.uva.es

Resumen—Fijado un grafo de isogenias supersingulares
G`(p

2, (p + 1)2) y dado un vértice j 6∈ Fp, en este artı́culo
se presenta un algoritmo para construir un ciclo sin retroceso
con inicio en j.

Index Terms—Cycle · Supersingular · Isogeny · Graph.

I. INTRODUCCIÓN

Este trabajo surge de nuestro interés en algunos problemas
matemáticos destinados al diseño de protocolos criptográficos
resistentes tanto a algoritmos tradicionales como cuánticos.
Uno de ellos consiste en encontrar un cierto camino en un
grafo de isogenias (de curvas elı́pticas) supersingulares. En
la última década han aparecido diversos protocolos basados
en dicho problema, siendo los más conocidos el SIDH [8]
y el CSIDH [5]. El primero de ellos (renombrado como
SIKE debido a variaciones con respecto a su implementación
inicial) fue presentado en 2017 al concurso organizado por
el NIST para escoger nuevos estándares en encapsulación de
claves. Actualmente ya ha superado dos rondas y ha sido
seleccionado como “candidato alternativo” (véase [3]). No
obstante, de poder calcular el anillo de endomorfismos de
cualquier curva elı́ptica supersingular, tanto el SIDH como
el CSIDH serı́an vulnerables. Tal y como se explica en [6],
una forma de calcularlo consiste en hallar ciclos en diversos
grafos de isogenias supersingulares.

Dado un vértice de un grafo de isogenias supersingulares,
en este artı́culo se presenta un algoritmo para construir un
cierto tipo de ciclo en dicho grafo. El algoritmo se basa en
una propiedad de tales grafos, a saber, la simetrı́a de reflexión
[11].

II. GRAFOS DE ISOGENIAS SUPERSINGULARES

Sea Fq un cuerpo finito de orden q y caracterı́stica p, sea
Fq la clausura algebraica de Fq y sea ` 6= p un número
primo. Dada una curva elı́ptica E definida sobre Fq y dado
un subgrupo G de (E(Fq),+) de orden `, denótese con E/G
a la curva elı́ptica `-isógena de E que se obtendrı́a a partir
de las fórmulas de Vélu [12]. Considérense todas las clases
de isomorfı́a sobre Fq de curvas elı́pticas definidas sobre
Fq con un determinado cardinal m y supóngase que cada
una de ellas es un vértice de un grafo dirigido G`(q,m).
Sea v un vértice de G`(q,m) y sea E una curva elı́ptica
perteneciente a v. El grado de salida r de v es igual al

número de subgrupos Fq-racionales de (E(Fq),+) de orden
`. Supóngase que r 6= 0 y sean G1, . . . , Gr los subgrupos
Fq-racionales de (E(Fq),+) de orden `. Sea v′ un vértice de
G`(q,m) y sea E′ una curva elı́ptica perteneciente a v′. El
número de arcos que van desde v a v′ es igual al número
de curvas elı́pticas E/Gi que son isomorfas sobre Fq a E′.
Cuando los vértices de G`(q,m) son clases de isomorfı́a de
curvas elı́pticas supersingulares, entonces se dice que G`(q,m)
es un grafo de isogenias supersingulares.

Supóngase a partir de ahora que p ≥ 5 y ` ≥ 3. En este
artı́culo se trabaja en el grafo de isogenias supersingulares
G`(p2, (p+ 1)2). Este grafo es conexo y el grado de salida de
cada uno de sus vértices es `+1. Además, un representante de
cada vértice es el j-invariante de sus curvas elı́pticas. Véase
[1] y [9] para más información.

III. CICLOS SIN RETROCESO

La información referente a esta sección ha sido extraı́da o
deducida a partir de [1] y [4].

Sean v1 y v2 dos vértices de G`(p2, (p+1)2) y sean E1 y E2

dos curvas elı́pticas pertenecientes a v1 y v2, respectivamente.
Sean a1,2, b1,2 = (v1, v2) dos arcos de G`(p2, (p+1)2) y sean
φ1,2, ψ1,2 : E1 → E2 dos `-isogenias representantes de a1,2 y
b1,2, respectivamente. Se dice que φ1,2 y ψ1,2 son equivalentes
si existe un automorfismo ρ de E2 tal que ψ1,2 = ρ◦φ1,2. Se
tiene que a1,2 = b1,2 si y sólo si φ1,2 y ψ1,2 son equivalentes.

Sea a2,1 = (v2, v1) un arco de G`(p2, (p+1)2) y sea φ2,1 :
E2 → E1 una `-isogenia representante de a2,1. Se dice que
a2,1 es dual de a1,2 si φ2,1 y φ̂1,2 son equivalentes. Se dice que
un ciclo [a1, . . . , as] de G`(p2, (p+1)2) no presenta retroceso
si s = 1 o para todo i ∈ {1, . . . , s−1} se tiene que ai+1 no es
dual de ai. Si v1 6= v2, j(E1) 6∈ {0, 1728}, a1,2 6= b1,2 y a2,1
es dual de a1,2, entonces [b1,2, a2,1] es un ciclo sin retroceso.

A partir de ahora se supone que se dispone de un algoritmo
Dual(a) el cual devuelve el arco dual de uno dado a.

IV. NIVELES Y TIPOS DE ARCOS

Considérese el siguiente trozo de pseudocódigo:

01: /* Φ`(X,Y ) = polinomio modular de nivel ` */
02: S0 := { j-invariantes de curvas elı́pticas
03: definidas sobre Fp con cardinal p+ 1 } ;
04: continuar := falso ;
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05: para j ∈ S0 hacer
06: . para j′ ∈ Fp2 tal que Φ`(j, j

′) = 0 hacer
07: . . si j′ 6∈ S0 entonces
08: . . . si ¬ continuar entonces
09: . . . . S−1 := { } ;
10: . . . . continuar := cierto ;
11: . . . fin si
12: . . . Incluir j′ en S−1 ;
13: . . fin si
14: . fin para
15: fin para
16: N := 1 ;
17: mientras continuar hacer
18: . N := N + 1 ;
19: . continuar := falso ;
20: . para j ∈ S−N+1 hacer
21: para j′ ∈ Fp2 tal que Φ`(j, j

′) = 0 hacer
22: . . . si j′ 6∈ (S−N+1 ∪ S−N+2) entonces
23: . . . . si ¬ continuar entonces
24: . . . . . S−N := { } ;
25: . . . . . continuar := cierto ;
26: . . . . fin si
27: . . . . Incluir j′ en S−N ;
28: . . . fin si
29: fin para
30: . fin para
31: fin mientras

Este trozo de pseudocódigo distribuye los vértices de
G`(p2, (p + 1)2) en N conjuntos disjuntos S0, . . . , S−N+1.
Los vértices del conjunto S−k con k ∈ {0, . . . , N−1} forman
el nivel −k.

Un arco de un vértice j a un vértice j′ es de uno de los
siguientes tres tipos:

Ascendente:
Nivel(j′) = Nivel(j) + 1
( Nivel(j) ∈ [−N + 1, 0) con N ≥ 2 );
Horizontal:
Nivel(j′) = Nivel(j)
( Nivel(j) ∈ [−N + 1, 0] );
Descendente:
Nivel(j′) = Nivel(j)− 1
( Nivel(j) ∈ (−N + 1, 0] con N ≥ 2 ).

Véase la figura 1 para un ejemplo.

V. ALGORITMO

En esta sección se da un algoritmo para construir un ciclo
sin retroceso en G`(p2, (p+1)2) con inicio en un cierto vértice.

Sea E una curva elı́ptica perteneciente a un vértice de
G`(p2, (p+ 1)2) de ecuación

y2 = x3 + ax+ b.

Sea Ē la curva elı́ptica de ecuación

ȳ2 = x̄3 + apx̄+ bp.

Existe una isogenia

φp,E : E → Ē

tal que

P = (x, y) 7→ P̄ = (x̄, ȳ) = (xp, yp).

Tal isogenia se denomina la isogenia de Frobenius de E a la
p-ésima potencia. Nótese que φp,E está definida sobre Fp2 . No
obstante, si E está definida sobre Fp, entonces φp,E también
lo está. En dicho caso, φp,E es un endomorfismo de E. Nótese
que

#E(Fp2) = #Ē(Fp2)

y
j(Ē) = j(E)p.

Un camino de longitud mayor que 0 en G`(p2, (p + 1)2)
es ascendente, horizontal o descendente si está formado
únicamente por arcos ascendentes, horizontales o descenden-
tes, respectivamente. Un camino de longitud 0 es a la vez
ascendente, horizontal y descendente.

Supóngase que N ≥ 2. Considérese un vértice j tal que
Nivel(j) 6= 0.

Desde j siempre sale como mı́nimo un arco ascendente.
Tomando sucesivos arcos ascendentes cualesquiera a
partir de j siempre se llega a un vértice del nivel 0. Si k
es el número de arcos tomados, entonces Nivel(j) = −k.
Si desde j salen ` arcos descendentes, entonces tomando
sucesivos arcos descendentes cualesquiera a partir de j
siempre se llega a un vértice del cual no salen ` arcos
descendentes.

Los pasos que sigue el algoritmo para construir un ciclo
sin retroceso con inicio en j son los siguientes:

Paso 1. Calcular un camino ascendente desde j hasta un
vértice del nivel 0:

︸ ︷︷ ︸
camino ascendente de longitud k ≥ 1

j = j[N](0)

a[N](1)−−−−→ · · · a[N](k)−−−−→ j[N](k) .

Paso 2. Tomar sucesivos arcos descendentes cuales-
quiera a partir de j hasta detectar un vértice del cual
salgan dos arcos ascendentes (opción A) o uno horizontal
(opción B):
• Opción A:

︸ ︷︷ ︸
camino descendente de longitud n ≥ 0

j = j[H](0)

a[H](1)−−−−→ · · · a[H](n)−−−−→

camino ascendente de longitud 1︷ ︸︸ ︷
j[H](n)

a[•]−−→ j[•] .

Si n = 0, entonces se conocı́a el arco ascendente
a[N](1) y se detectó el arco ascendente a[•] 6= a[N](1).
Si n ≥ 1, entonces se conocı́a el arco ascenden-
te Dual(a[H](n)) y se detectó el arco ascendente
a[•] 6= Dual(a[H](n)).

• Opción B:

︸ ︷︷ ︸
camino descendente de longitud n ≥ 0

j = j[H](0)

a[H](1)−−−−→ · · · a[H](n)−−−−→

camino horizontal de longitud 1︷ ︸︸ ︷
j[H](n)

a[•]−−→ j[•] .

Casos que deben ser tratados y que permiten finalizar el
algoritmo:
• Opción A:
◦ n = 0 y j[•] = j[N](1) : Devolver

[a[•],Dual(a[N](1))] .
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◦ n = 1 y j[•] = j : Devolver

[a[H](1), a[•]] .

◦ n ≥ 2 y j[•] = j[H](n−1) : Devolver

[a[H](1), . . . , a[H](n), a[•],

Dual(a[H](n−1)), . . . ,Dual(a[H](1))] .

• Opción B:
◦ j[•] = j[H](n) :
� n = 0 : Devolver

[a[•]] .

� n ≥ 1 : Devolver

[a[H](1), . . . , a[H](n), a[•],

Dual(a[H](n)), . . . ,Dual(a[H](1))] .

◦ j[•] = jp[H](n) : Por lo explicado en [11] (véase,
también, el apartado 2.1 de [2]) se sabe que
existen los siguientes caminos:

jp = jp[N](0)

a
(p)

[N](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[N](k)−−−−→ jp[N](k) = j[N](k) ,

jp = jp[H](0)

a
(p)

[H](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[H](n)−−−−→ jp[H](n) = j[•] .

Por lo tanto:
� n = 0 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)),Dual(a[•])] .

� n ≥ 1 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)),

a
(p)
[H](1), . . . , a

(p)
[H](n),

Dual(a[•]),Dual(a[H](n)), . . . ,Dual(a[H](1))] .

Paso 3. Calcular un camino ascendente desde j[•] hasta
un vértice del nivel 0:
• Opción A:

︸ ︷︷ ︸
camino ascendente de longitud k + n− 1 ≥ 0

j[•] = j[M](0)

a[M](1)−−−−→ · · · a[M](k+n−1)−−−−−−−→ j[M](k+n−1) .

• Opción B:

︸ ︷︷ ︸
camino ascendente de longitud k + n ≥ 1

j[•] = j[M](0)

a[M](1)−−−−→ · · · a[M](k+n)−−−−−−→ j[M](k+n) .

Si durante el cálculo del camino se detecta una colisión,
entonces construir un ciclo sin retroceso con inicio en j
y devolverlo.
Paso 4. Por lo explicado en [11] (véase, también, el
apartado 2.1 de [2]) se sabe que existen los siguientes
caminos:

• Opción A:

jp = jp[N](0)

a
(p)

[N](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[N](k)−−−−→ jp[N](k) = j[N](k) ,

jp = jp[H](0)

a
(p)

[H](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[H](n)−−−−→ jp[H](n)

a
(p)

[•]−−→ jp[•] ,

jp[•] = jp[M](0)

a
(p)

[M](1)−−−−→ · · ·

· · ·
a
(p)

[M](k+n−1)−−−−−−−→ jp[M](k+n−1) = j[M](k+n−1) .

• Opción B:

jp = jp[N](0)

a
(p)

[N](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[N](k)−−−−→ jp[N](k) = j[N](k) ,

jp = jp[H](0)

a
(p)

[H](1)−−−−→ · · ·
a
(p)

[H](n)−−−−→ jp[H](n)

a
(p)

[•]−−→ jp[•] ,

jp[•] = jp[M](0)

a
(p)

[M](1)−−−−→ · · ·

· · ·
a
(p)

[M](k+n)−−−−−−→ jp[M](k+n) = j[M](k+n) .

Por lo tanto:
• Opción A:
◦ n = 0 :
� k = 1 : Devolver

[a[N](1),Dual(a
(p)
[N](1)), a

(p)
[•] ,Dual(a[•])] .

� k ≥ 2 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)),

a
(p)
[•] , a

(p)
[M](1), . . . , a

(p)
[M](k−1),

Dual(a[M](k−1)), . . . ,Dual(a[M](1)),Dual(a[•])] .

◦ n ≥ 1 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)),

a
(p)
[H](1), . . . , a

(p)
[H](n),

a
(p)
[•] , a

(p)
[M](1), . . . , a

(p)
[M](k+n−1),

Dual(a[M](k+n−1)), . . . ,Dual(a[M](1)),Dual(a[•]),

Dual(a[H](n)), . . . ,Dual(a[H](1))] .

• Opción B:
◦ n = 0 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)), a

(p)
[•] ,

a
(p)
[M](1), . . . , a

(p)
[M](k),

Dual(a[M](k)), . . . ,Dual(a[M](1)),Dual(a[•])] .
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◦ n ≥ 1 : Devolver

[a[N](1), . . . , a[N](k),

Dual(a
(p)
[N](k)), . . . ,Dual(a

(p)
[N](1)),

a
(p)
[H](1), . . . , a

(p)
[H](n), a

(p)
[•] ,

a
(p)
[M](1), . . . , a

(p)
[M](k+n),

Dual(a[M](k+n)), . . . ,Dual(a[M](1)),Dual(a[•]),

Dual(a[H](n)), . . . ,Dual(a[H](1))] .

En la figura 2 se muestra un ciclo obtenido con el algoritmo
anterior cuando se alcanza el paso 4 con la opción B y n ≥ 1.

VI. PRUEBAS Y RESULTADOS

Primera baterı́a de pruebas:
p = 2a · 3b − 1, 2 ≤ a ≤ 12, 1 ≤ b ≤ 7;
` ≤ 17.

Resultado 1.

N = b log`(
√
p) c+ ε, ε ∈ {0, 1, 2, 3}.

Segunda baterı́a de pruebas:
p = 2a · 3b − 1, 2 ≤ a ≤ 12, 1 ≤ b ≤ 7;
` ≤ 17;
N ≥ 4.

Resultado 2.

P−k = probabilidad de que de un vértice del nivel
−k con k ∈ {1, . . . , N−2} salgan ` arcos
descendentes.

P−i ≥ P−i−1, ∀i ∈ {1, . . . , N − 3}.
VII. INTERROGANTES

Las preguntas a las que se intentará responder en un futuro
próximo son las siguientes:
(a) ¿Existe un algoritmo Nivel(j) que permita calcular de

manera eficiente el nivel donde se encuentra situado un
vértice j?

(b) ¿Existe un invariante para los niveles?
(c) ¿N = b log`(

√
p) c+ε con ε = 0 o ε > 0 un entero muy

pequeño?
(d) ¿El segundo resultado de la sección anterior siempre es

cierto?
Nótese que de ser ciertas las preguntas (a) y (c), entonces la
implementación del algoritmo dado en la sección V utilizando
el algoritmo Nivel será eficiente siempre y cuando ` sea
pequeño y el coste de calcular una `-isogenia sea bajo.

Retomando la notación introducida en la sección II, cuando
los vértices de G`(q,m) son clases de isomorfı́a de curvas
elı́pticas ordinarias, cada componente conexa de G`(q,m) es
un volcán de `-isogenias [7]. En el caso de un volcán de
`-isogenias, cada nivel representa un orden, el cual es iso-
morfo a los anillos de endomorfismos de las curvas elı́pticas
situadas en dicho nivel. Al ascender un nivel se pasa de un
orden de conductor f a uno de conductor f/`. Hasta un cierto
nivel, una forma sencilla de saber en qué nivel se halla una
curva elı́ptica es calcular su subgrupo de `-Sylow (véase [10]).
En el caso de curvas elı́pticas supersingulares, a dı́a de hoy,
la pregunta (b) es un misterio.
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[11] Josep M. Miret, Jordi Pujolàs y Javier Valera. Simetrı́a de reflexión en
los grafos de isogenias de curvas elı́pticas supersingulares. Research-
Gate, 2019.

[12] Jacques Vélu. Isogénies entre courbes elliptiques. C. R. Acad. Sci. Paris
Sér. A-B, vol. 273, pp. A238-A241, 1971.

10 Un algoritmo para construir ciclos en Gl(p
2, (p+ 1)2)

XVI RECSI, Lleida 2021 G. Adj, J. M. Miret, J. Pujolàs, J. G. Tena, J. Valera



F1972 = F197[w] =
F197[x]

(x2 + 95x + 20)

Nivel 0 0 72 120 131 22

Nivel −1 67w + 188 130w + 127 150w + 146 47w + 80

Nivel −2 179w + 191 101w + 13 18w + 128 96w + 71 191w + 133 6w + 112

Nivel −3 167w + 142 30w + 37

Figura 1. G3(1972, 1982)

Figura 2. Ejemplo de ciclo
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